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rを位置ベクトルとし
r = [x, y, z]とします。
E(r)を位置 rでの電界のベクトルとし

E(r) = [Ex(r), Ey(r), Ez(r)]

とします。
ここで常識には反しますが真空で divE(r)は値を持つとします。
通常、divE(r)が真空中で観測されないのは、
日常の空間ではほぼ線形なので波動方程式に従い電荷が光速で拡散してしま

うためと考えます。
c：光速
t：時間
とし電界は次の波動方程式に従うとします。

∂2E(r)
∂t2

= c2∇2(E(r)) = c2grad(div(E(r))) − c2rot(rot(E(r)))

= c2div(grad(E(r)))

ただし grad(E(r))は 2階のテンソルです。
EDC(r)：電界のベクトルの直流分
T：積分範囲
EX[ ]：[ ]内の期待値とし

EDC(r) = [EDCx(r), EDCy(r), EDCz(r)] = EX[E(r)] =
1
T

∫ T
2

−T
2

(E(r))dt

とします。
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EAC(r)：電界のベクトルの交流分で低域通過ガウスノイズとします。

E(r) = EAC(r) + EDC(r)

i = x, y, z
ω：周波数 [rad/s]
ω0：最大周波数
1

ω0
<< T

k:波数（空間周波数)[rad/m]
k = ω

c
k0:最大波数（空間周波数)[rad/m]
k0 = ω0

c
p：伝播方向ベクトル
p = [px, py, pz]
| p |= 1
ds：単位球面上で pに直交する微小面積（微小立体角）
EAP：単位波数、単位立体角あたりの電界の交流分の振幅（ピーク値）

Ei(r) =
∫ 4π

0

∫ k0

0

EAP cos(ωt + Φi(r, k, p))dkds + EDCi(r)

Ei(r) =
∫ 4π

0

∫ k0

0

EAP cos(ωt + Φi(r, k, p))dkds + EDCi(r)

とします。
ただし Φi(r, k,p)：位相で k, p, iにより独立
grad(Φi(r, k,p)) = −kp
1
T <<| ∂Φi(r,k,p)

∂t |<< ω0

| grad(EAP ) |<<| (k)EAP |
| grad(k) |<< k2 とすると
電界の勾配は

grad(Ei(r)) =
∫ 4π

0

∫ k0

0

(kpEAP )sin(ωt + Φi(r, k, p))dkds + grad(EDCi(r))

となります。
さらに電界の時間の２階微分を求めると

EX

[
∂2Ei(r)

∂t2

]
= EX[c2div(grad(Ei(r)))]

= EX

[
c2

∫ 4π

0

∫ k0

0

(−k2EAP )cos(ωt + Φi(r, k, p))dkds

]
+ c2∇2(EDCi(r))

となります。
ここで
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E1：光速の変曲点
E1 >>

√
k0EAP , | (cT )grad(EDC) |

c0：光速の標準値
∆c：光速の変化量
| E |< E1 のとき c = c0

| E |> E1 のとき c = c0 − ∆c
0 < ∆c << c0

とすると
定常状態で

EX

[
∂2E(r)

∂t2

]
= 0

であることから EDC のラプラシアンは以下のように求められます。
求める過程は次ページに示します。

∇2 (EDC(r)) = −2∆ck2
0

3c0

σ√
2π

exp

(
− (E1− | EDC(r) |)2

2σ2

)
EDC(r)

| EDC(r) |

ただし σ =
√

2πk0EAP です。
もしも交流の振幅を示す σがほぼ一定ならば EDC のラプラシアンは EDC の

関数として求まり、EDC の絶対値が E1に近いほどその値は大きく、その形は正
規分布と同じになりました。

3



以下は証明です。
P：電界の方向ベクトル
P = [Px, Py, Pz]
| P |= 1
X：連続確率変数でX は EAC(r, t) • Pの集合とする
ただし −T

2 < t < T
2

EX[X] =
1
T

∫ T
2

−T
2

(EAC(r) • P)dt

=
1
T

∫ T
2

−T
2

∑
i=x,y,z

[
Pi

∫ 4π

0

∫ k0

0

(EAP )cos(ωt + Φi(r, k, p))dkds

]
dt = 0

σ2：X の分散

σ2 = EX[X2] =
1
T

∫ T
2

−T
2

(EAC(r) · P)2dt

=
1
T

∫ T
2

−T
2

∑
i=x,y,z

[
P 2

i

∫ 4π

0

∫ k0

0

(EAP )2cos2(ωt + Φi(r, k, p))dkds

]
dt

=
∑

i=x,y,z

[
P 2

i

(EAP )2k0

2
4π

]
= 2πk0E

2
AP

中心極限定理によりX は正規分布に従う
f(x)：Xの確立密度関数

f(x) =
1√
2πσ

exp

(
− x2

2σ2

)
Y：連続確率変数で Y は∇2(EAC(r, t) · P)の集合とする
ただし −T

2 < t < T
2

EX[XY ] =
1
T

∫ T
2

−T
2

∑
i=x,y,z

[
P 2

i

∫ 4π

0

∫ k0

0

(EAP )2(−k2)cos2(ωt + Φi(r, k,p))dkds

]
dt

=

(∫ k0

0

(−k2)dk

)
EX[X2] =

−k2
0

3
EX[X2]

a1：Xを横軸、Yを縦軸としたときの直線回帰の傾き
b1：その切片
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a1 =
EX[XY ]
EX[X2]

= −k2
0

3

b1 = EX[Y ] − a1EX[X] = 0

EX[Y ] =
∫ ∞

−∞
f(x)a1xdx + b1 = 0

E1 >> σなので
| XKP+ | EDC(r) ||< E1 のとき c2 = c2

0

| XKP+ | EDC(r) ||> E1 のとき c2 = (c0 − ∆c)2

ただしKP = P • EDC(r)
|EDC(r)|

EX
[
c2∇2 (EAC(r) • P)

]
= EX[c2Y ] =

∫ ∞

−∞
c2f(x)a1xdx

=
∫ ∞

E1−|EDC(r)|
KP

(c0 − ∆c)2f(x)a1xdx

+
∫ E1−|EDC(r)|

KP

−E1−|EDC(r)|
KP

c2
0f(x)a1xdx

+
∫ −E1−|EDC(r)|

KP

−∞
(c0 − ∆c)2f(x)a1xdx

=
∫ ∞

E1−|EDC(r)|
KP

(−2c0∆c)
1√
2πσ

exp

(
− x2

2σ2

)(
−k2

0

3

)
xdx

+
∫ −E1−|EDC(r)|

KP

−∞
(−2c0∆c)

1√
2πσ

exp

(
− x2

2σ2

)(
−k2

0

3

)
xdx

+
∫ ∞

−∞
c2
0

1√
2πσ

exp

(
− x2

2σ2

)(
−k2

0

3

)
xdx

=
[
(−2c0∆c)(−k2

0

3
)
−σ√
2π

exp

(
− x2

2σ2

)]∞

E1−|EDC(r)|
KP
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+
[
(−2c0∆c)(−k2

0

3
)
−σ√
2π

exp

(
− x2

2σ2

)]−E1−|EDC(r)|
KP

−∞

+
[
c2
0(−

k2
0

3
)
−σ√
2π

exp

(
− x2

2σ2

)]∞

−∞

=
2c0∆ck2

0

3
σ√
2π

exp

(
− (E1− | EDC(r) |)2

2σ2K2
P

)

−2c0∆ck2
0

3
σ√
2π

exp

(
− (−E1− | EDC(r) |)2

2σ2K2
P

)
Pが EDC と直交しているときはKP = P • EDC(r)

|EDC(r)| = 0となることから

EX
[
c2∇2 (EAC(r))

]
= EX

[
c2∇2

(
EAC(r) • EDC(r)

| EDC(r) |

)]
EDC(r)

| EDC(r) |

EX

[
∂2E(r)

∂t2

]
= EX

[
c2∇2E(r)

]
= EX

[
c2∇2 (EAC(r) + EDC(r))

]

= EX
[
c2∇2 (EAC(r))

]
+ c2

0∇2 (EDC(r))

定常状態で

EX

[
∂2E(r)

∂t2

]
= 0

∇2 (EDC(r)) =
−EX

[
c2∇2 (EAC(r))

]
c2
0

= −2∆ck2
0

3c0

σ√
2π

exp

(
− (E1− | EDC(r) |)2

2σ2

)
EDC(r)

| EDC(r) |
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